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  التوزيعات الاحتمالية المشترآة
Joint distributions 

مقدمــة

فѧѧي آثيѧѧر مѧѧن النѧѧواحي التطبيقيѧѧة، يكѧѧون اهتمѧѧام الباحѧѧث هѧѧو دراسѧѧة شѧѧكل التوزيѧѧع               

  .  أو التنبؤ بأحدها من الآخر، الاحتمالي بين متغيرين ، لمعرفة العلاقة بينهما

  

قطعينالتوزيع الاحتمالي المشترك لمتغيرين مت:  أولا
Joint distribution for two discrete Variables 

  ),( 12 xxبفرض أن   :  متغيرين عشوائيين متقطعين، حيث أن

),( ),(),...,,(:21 212111 nn xxxxxx 

  

 فѧѧإن دالѧѧة الاحتمѧѧال المѧѧشترك تكتѧѧب علѧѧي الѧѧصورة       

  :ومن خصائص هذه الدالة ما يلي

f )(),( 21 2,121 xxxx P x x ===

  
1),(0 21 << xxf                     ١ -                            

                   ٢ -                            1),(
1 2

21 =∑∑
x x

xxf

  

  

ويمكѧѧن مѧѧن خѧѧلال دالѧѧة التوزيѧѧع الاحتمѧѧالي تكѧѧوين جѧѧدول التوزيѧѧع الاحتمѧѧالي المѧѧشترك         

),(للمتغيرين  12 xx
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تطبيق 

، وعѧѧѧدد الوحѧѧѧѧدات  ذا آانѧѧѧت دالѧѧѧѧة الاحتمѧѧѧال المѧѧѧѧشترآة بѧѧѧين عѧѧѧѧدد أفѧѧѧراد الأسѧѧѧѧرة    إ  

  . تأخذ الصورة التاليةالمستهلكة من سلعة معينة خلال الأسبوع 

)( 1x

x( )2

2,1,0,3,2,121
21 21,

27
),( ==

+
= xxxx

x x
f  

  :آون جدول التوزيع الاحتمالي، ثم أوجد الآتي

، وعѧدد وحѧدات اسѧتهلاآها الѧشهري وحѧدة           2يكѧون عѧدد أفرادهѧا       احتمال أن أسرة ما      - ١

  .واحدة أسبوعيا

 أسѧѧرة، مѧѧا هѧѧو عѧѧدد الأسѧѧر المتوقѧѧع أن يكѧѧون عѧѧدد أفرادهѧѧا واحѧѧد، 500إذا آѧѧان لѧѧدينا  - ٢

2 وحدة أسبوعيا؟   واستهلاآها 

الحـــل

  .تكوين جدول التوزيع الاحتمالي المشترك 
),( 12 xxيتم التعويض بجميع قيم  : في الدالة أعلاه آما يلي

 27327)21()2,1(,27227)11()1,1(,27127)01()0,1( =+==+==+= fff

 27427)22()2,2(,27327)12()1,2(,27227)02()0,2( =+==+==+= fff

27527)23()2,3(,27427)13()1,3(,27327)03()0,3( =+==+==+= fff 
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  جدول التوزيع الاحتمالي المشترك 

  عدد الوحدات المستهلكة

)( 2x  

    

f )( 1x  2 1 0     

276  273  272  271  1 

279  274  273  272  2 

2712  275  274  273)1

عدد أفراد 

  الأسرة

 (  3 x  

1 2712  279  27)( 2x 6  f 
  

     

.، واستهلاآها الشهري وحدة واحدة أسبوعيا هو2 احتمال أن أسرة عدد أفرادها - ١ 

273)1,2()1,2( 21 = == fxxP =  

  : هو2 عدد الأسر المتوقع أن يكون عدد أفرادها واحد واستهلاآها - ٢ 

( ) 566.55273500
)2,1(500

==×=
×= f   
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دوال آثافة الاحتمال الهامشية

هي الدالة الخاصѧة بمتغيѧر عѧشوائي واحѧد، ويمكѧن اشѧتقاقها مѧن التوزيѧع المѧشترك آمѧا                      

  :يلي
  

 فإن دالѧة   الاحتمال المشترك بين المتغيرين     هي دالة آثافة   إذا آان   

:آثافة الاحتمال الخاصة بكل متغير على حدة تشتق آما يلي

f) ,( 21 xx ),( 21 xx

)2, x∑=
1

)2,1()( 2
x

x xxff

( 1x

    
∑=

2
1()( 1

x
x xff    ،      

.لهامشية بالدوال ا، الدالة وتسمى الدالة  f f)2(x )

  تطبيق

:في التطبيق السابق أوجد الآتي  

.دالة آثافة الاحتمال الهامشية لعدد أفراد الأسرة في المجتمع   ١ -

.احسب القيمة المتوقعة، والتباين لعدد أفراد الأسرة   ٢ -

      

.دالة آثافة الاحتمال الشرطية

ن، ويѧراد معرفѧة احتمѧالات       في بعض الحالات قد يكѧون لѧدينا معلومѧات عѧن أحѧد المتغيѧري               

حدوث قيم المتغير الآخر في ظѧل هѧذه المعرفѧة، فѧي هѧذه الحالѧة يѧتم اشѧتقاق دالѧة تѧسمى                         

: بدالة الاحتمال الشرطي، آما يلي

  

 فإن دالѧة   هي دالة آثافة الاحتمال المشترك بين المتغيرين       إذا آان   

 :  هي إذا توافرت لدينا معلومات عن المتغير تمال الشرطي للمتغيرآثافة الاح

f),( 21 xx

( 1x( 2x ))

,( 21 xx )
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)(
),()(

2

21
21 xf

f x xf xx =

),( 21 xx

1

  

      

تطبيق

  :في التطبيق السابق أوجد الآتي

دالة آثافѧة الاحتمѧال الѧشرطي لعѧدد الوحѧدات المѧستهلكة، إذا آѧان عѧدد أفѧراد الأسѧرة               - ١

  .مجتمع فردانفي ال
  

  احسب التوقع الشرطي لعدد الوحدات المستهلكة - ٢

      

معامل الارتباط الخطي البسيط

، حيث يحسب هذا المعامل بتطبيق يمكن حساب معامل الارتباط بين المتغيرين 

:المعادلة التالية
  

،       

  

1 <<− ρ
21

12

σσ
σ

ρ =

12

  :يث أنح

، ويحسب من التوزيع الاحتمالي المشترك  هو التغاير بين المتغيرين : 

  : آما يلي

σ),( 21 xx

),( 21 xxf

( ) 2121

221112 ))([(
μμ

μμσ −
−=

=
xxE

xxE −  
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 المشترك  هو التوقع المشترك بين المتغيرين، ويحسب من التوزيعحيث أن 

  :  آالتالي

)( 21xxΕ

f ),( 21 xx

( ) ),( 21

1

2

2

121 xxfxxxx
x x
∑∑=

21 ,

E  

 فهما متوسطي المتغيرين العشوائيين، ويحسبا من التوزيع الاحتمالي أما 

  :الهامشي

μ μ

   ، ))( 2

2

22 xfx
x
∑=μ

1

( 1

1

11 xfx
x
∑=μ

  
هو الانحراف المعياري :  ، المعياري للمتغير العشوائي هو الانحراف : 

للمتغير العشوائي 

σ12 xσ

2x

12,

    

تطبيق

. في التطبيق السابق احسب معامل الارتباط بين المتغيرين  

  

  

  

  

  

x x جدول توزيع احتمالي مشترك بين المتغيرين 
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1x    
)2

2
2 (xfx)22 (xfx  )2(xf  

3 2 1   
0.20 0.20 0.20 0.05 0.05 0.1 1 
1.20 0.60 0.30 0.15 0.1 0.05 2 
4.50 1.50 0.50 0.2 0.15 0.15 3 

2x  

5.90 2.3 1.0 0.40 0.30 0.30 )1(xf  

  2.1 1.20 0.60 0.30 )11 (xfx  

  5.1 3.60 1.20 0.30 )1
2
1 (xfx  

 

9.4
80.190.045.090.040.010.015.010.01.0

20.03315.02315.013
15.03210.02205.012

21 05.03105.02110.011)(

=
++++++++=

××+××+××+
××+××+××+

××+××+××=xxE
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2
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يوجد ارتباط طردي بين المتغيرين 

 

  

  :التوزيع الطبيعي الثنائي: ثانيا

 هو  لهما توزيع طبيعي مشترك، وآان تباين المتغير، إذا آان المتغيرين   

، فإن معامل الارتباط في ، والتغاير بينهما هو  هو ، وتباين  والمتغير 

: هوالمجتمع 

x xy

2
yσxy

2
xσyσ

xyρ

،       11 <<− xyρ
yx

xy
xy σσ

σ
ρ =

)xy

  

  الاستدلال الإحصائي حول الارتباط الخطي البسيط

ρ  )في المجتمع
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 فإذا آان هذه المحاضرة بالاستدلال الإحصائي لمعامل الارتباط في المجتمع تهتم 
اهتمام الباحث هو دراسة العلاقة بين متغيرين استخدم لذلك أسلوب تحليل الارتباط، ومن 

  :الأمثلة على ذلك
  .الإنفاق، والدخل العائلي - ١
 .سعر السلعة، والكمية المطلوبة منها - ٢
 .الفترة الزمنية لتخزين الخبز، وعمق طراوة الخبز - ٣
 .تقديرات الطلاب في مقرر الإحصاء، وتقديراتهم في مقرر الرياضيات - ٤
آميات السماد المستخدمة، وآمية الإنتاج من محصول معين تم تسميده بهذا النوع  - ٥

 .من السماد
 .عدد مرات ممارسة نوع معين من الرياضة البدنية، ومستوى الكلسترول في الدم - ٦
 .وزن الجسم، وضغط الدم - ٧

)(والأمثلة على ذلك في المجال التطبيقي آثيرة، فإذا آان لدينا المتغيرين  , xy ، 
سمى بشكل وتم جمع بيانات عن أزواج قيم هذين المتغيرين، وتم تمثيلها بيانيا فيما ي

  :الانتشار، فإن العلاقة بينها تأخذ أشكالا مختلفة على النحو التالي 
  )١- ٦(شكل

   , x  yشكل  الانتشار لبيان نوع العلاقة بين 

  
  

  Simple Correlationالارتباط الخطى البسيط التقدير بنقطة لمعامل 
 ، يستخدم إذا آان الغرض من التحليل هو تحديد نوع وقوة العلاقة بين متغيرين  

تحليل الارتباط ، وأما إذا آان الغرض هو دراسة وتحليل أثر أحد المتغيرين على الآخر ، 
يستخدم تحليل الانحدار، وفي هذا الفصل يتم عرض أسلوب تحليل الارتباط الخطي البسيط، 
أي في حالة افتراض أن العلاقة بين المتغيرين تأخذ الشكل الخطي ، وسوف يجرى حسابه 

   في   .ة البيانات الكمية حال
   الغرض من تحليل الارتباط الخطى البسيط٦/٢/١
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الغرض من تحليل الارتباط الخطي البسيط هو تحديد نوع وقوة العلاقة بين   
 ، وحيثr، وفي حالة العينة بالرمز )رو (ρمتغيرين، ويرمز له في حالة المجتمع بالرمز 

أننا في آثير من النواحي التطبيقية نتعامل مع بيانات عينة مسحوبة من المجتمع، سوف 
 آتقدير لمعامل الارتباط في المجتمع، ومن rنهتم بحساب معامل الارتباط في العينة

  ال  :تحديد السابق للغرض من معامل الارتباط، نجد أنه يرآز على نقطتين هما
 : وتأخذ ثلاث أنواع حسب إشارة معامل الارتباط آما يليـ:قةنوع العلا •

 توجد علاقة عكسية بين ( r < 0)إذا آانت إشارة معامل الارتباط سالبة  - ١
المتغيرين، بمعنى أن زيادة أحد المتغيرين يصاحبه انخفاض في المتغير الثاني، 

  . والعكس
قة طردية بين توجد علا ( r > 0)إذا آانت إشارة معامل الارتباط موجبة - ٢

المتغيرين، بمعنى أن زيادة أحد المتغيرين يصاحبه زيادة في المتغير الثاني، 
  . والعكس 

 دل ذلك على انعدام العلاقة بين ( r = 0 )إذا آان معامل الارتباط قيمته صفرا  - ٣
   . المتغيرين

، ±)1( ويمكن الحكم على قوة العلاقة من حيث درجة قربها أو بعدها عنـ:قوة العلاقة • 
، وقد صنف بعض ( r < 1 > 1- )حيث أن قيمة معامل الارتباط تقع في المدى

 : الإحصائيين درجات لقوة العلاقة يمكن تمثيلها على الشكل التالي
 

  )٢- ٦(شكل 
 درجات قوة معامل الارتباط 

    
  
  

)(في حالة جمع بيانات عن متغيرين آميين    , xy، ،يمكن قياس الارتباط بينهما 
قياس العلاقة بين الوزن : ، ومن الأمثلة على ذلكPearson" بيرسون"باستخدام طريقة 

والطول، والعلاقة بين الإنتاج والتكلفة، والعلاقة بين الإنفاق الاستهلاآي والدخل، والعلاقة 
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مثلة على ذلك بن الدرجة التي حصل عليها الطالب وعدد ساعات الاستذآار، وهكذا الأ
  . آثيرة

تستخدم ، آتقدير لمعامل الارتباط في المجتمع ولحساب معامل الارتباط في العينة
  :التالية " بيرسون" صيغة 

  

  
  :حيث أن 

)1())(( −−−= ∑ nyyxxSxy)( , xy   ،هو التغاير بين  : 

      )1()( 2 −−= ∑ nxxS x)(x   ،هو الانحراف المعياري لقيم  : 

      )1()( 2 −−= ∑ nyyS y)(y   . هو الانحراف المعياري لقيم   : 
  

  : ويمكن اختصار الصيغة السابقة على النحو التالي  
  

  
  )١- ٦(مثــال 

فيما يلي المساحة المنزرعة بالأعلاف الخضراء بالألف هكتار، وإجمالي إنتاج   
  .2002حتى عام  1995لألف طن، خلال الفترة من اللحوم با

  
    

  السنة  1995  1996  1997  1998  1999  2000  2001  2002
 المساحة  305  313  297  289  233  214  240  217
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   الكمية   592  603  662  607  635  699  719  747
  حساب معامل الارتباط بين المساحة والكمية، وما هو مدلوله ؟ : والمطلوب

  الحــل
 هي الكمية، ولحساب معامل الارتباط  هي المساحة المنزرعة، x)( أن بفرض  

بين
)(y

)( ,y وذلك على النحو التالي)٢- ٦( يتم تطبيق المعادلة ،:  x
y),(حساب الوسط الحسابي لكل من المساحة، والكمية  • x. 
 

658
8

52645.263
8

2108 , ==== ∑=∑= n
yyn

xx  

 حساب المجاميع  •
  

)yy)(( xx −−2)y(y − yy − 2)xx−y   (x −xx 
-27394356-661722.2541.5592305
-2722.53025-552450.2549.5603313
1341641122.2533.5662297
-1300.52601-51650.2525.5607289
701.5529-23930.25-30.5635233
-2029.51681412450.25-49.5699214
-1433.5372161552.25-23.5719240
-4138.57921892162.25-46.5747217
-1352823850012040052642108

  

∑ −=−−
=−=−

13528

2385012040

))((
)()( ,2,2

yyxx
yyxx∑ ∑  

  :إذا معامل الارتباط قيمته هي  
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798.0
619.16945

13528
)434.154)(727.109(

13528

2385012040
13528

22 )()(
))((

−=−=−=

−=
∑ −∑ −

∑ −−=
yyxx

yyx xr
  

  .يوجد ارتباط عكسي قوي بين المساحة المنزرعة، وآمية إنتاج اللحوم •
  

  :تبسيط العمليات الحسابية
، في غاية الصعوبة) ٢- ٦(في بعض الأحيان، يكون استخدام صيغة المعادلة   

) ٢- ٦(خاصة إذا لازم العمليات الحسابية قيما آسرية، من أجل ذلك يمكن تبسيط الصيغة 
إلى صيغة أسهل تعتمد على مجموع القيم وليس على انحرافات القيم عن وسطها 

  ال  :حسابي، وهذه الصيغة هي

    
  :وبالتطبيق على بيانات المثال السابق ، يتبع الآتي   

 :حساب المجاميع •
xyy   2y2  x مطلوبة المجاميع ال  x 

35046493025180560592305
36360997969188739603313
43824488209196614662297
36844983521175423607289
40322554289147955635233
48860145796149586699214
51696157600172560719240

∑∑ = 52642108 ,=x
1373536

y 
x =∑ y

5674982 =∑ x
34875622 =∑ y

 

 

55800947089162099747217
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3487562567498137353652642108
 : ب معامل الارتباطحسا •

أعلاه، نجد أن معامل ) ٣- ٦(باستخدام المجاميع السابقة، وبالتطبيق على المعادلة 
  :الارتباط قيمته هي

( )( )
798.0

619.16945
13528

2385012040
13528

8
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